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Einleitung. 



Im 59. Bande des Journals für Mathematik befindet sich als 
Abschluss einer Reihe vorangegangener Arbeiten 1 ) eine Abhandlung 
JoachimathaV 8 über die Anzahl reeller Normalen, welche sich von 
einem gegebenen Punkte an ein Ellipsoid legen lassen. Joachims- 
thal zeigt, dass die Krümmungsmittelpunktsfläche des Ellipsoids 
durch ihre beiden Schalen diejenigen Räume von einander trennt, 
für deren Punkte resp. 2, 4 oder 6 reelle Normalen möglich sind. 
Einen wesentlichen Beitrag zur Kenntnis der durch diese Eigen- 
schaft um so interessanter gewordenen Fläche und der Krümmungs- 
mittelpunktsflächen überhaupt lieferte dann Herr Prof. Kummer, in- 
dem er an der Hand eines auf seine Veranlassung von Herrn 
Schwarz konstruierten Modells dieser Fläche darlegte 2 ), dass Krüm- 
mungsmittelpunktsflächen auch dann Doppelkurven besitzen können, 
wenn die erzeugende Fläche keine Kurven sphärischer Krümmung 
enthält, eine Möglichkeit, welche Monge und die Mathematiker nach 
ihm übersehen hatten 3 ). 

Bei der JoachimsthaT sehen Untersuchung werden die von einem 
Punkte ausgehenden Normalen bestimmt durch eine Gleichung 
6ten Grades; es kommt darauf an, die Anzahl der „reellen" 
Wurzeln dieser Gleichung zu ermitteln. Ich will im folgenden die 
analoge Gleichung 2nten Grades behandeln. Herr Prof. Kronecker 
hat zuerst gezeigt 4 ), dass bei jeder Gleichung, deren Koefficienten 

4 

•) Siehe Crelle's Journal, Band 26, 48, 53. 
*) Berliner Monatsberichte vom 30. Juni 1862. 

3 ) Vergleiche auch Clebsch's Darstellung im 62. Bande des Journals. 
*) Berliner Monatsberichte vom 14. Febr. 1878. 

(RECAP) ** 

MAR 191909 243792 



f 



4 

von einer Anzahl von Veränderlichen abhängen (oder wenn dies 
nicht der Fall ist, hat man die Koefficienten selbst als variabel 
anzunehmen), die Betrachtung der Sturm 1 sehen Funktionen ersetzt 
werden kann durch die Untersuchung der „Diskriminanten — 
Mannigfaltigkeit" und deren Singularitäten niederer Mannig- 
faltigkeit, welche die verschiedenen Gebietsteile der ersteren 
scheiden. Es heisst daselbst pag. 117: „Die Betrachtung, dass 
eben diese Scheidung der alleinige Zweck bei Aufstellung einer 
Reihe von Stürmischen Funktionen ist, gewährt erst die volle Er- 
kenntnis des einzig Bleibenden in den mannigfach verschiedenen 
Formen, welche die Sturm 1 sehen Eunktionen darbieten". An der 
genannten Stelle hat Herr Prof. Kronecker zugleich das Beispiel 
der allgemeinen Gleichung 4ten Grades durchgeführt. 

Auch bei unserer Gleichung wird es gelingen, die Ungleich- 
heitsbedingungen, welche über die Realität der Wurzeln entscheiden, 
in Verbindung zu setzen mit den verschiedenen „Schalen" einer 
Mannigfaltigkeit 6(n — l)ter Ordnung, welche für n = 3 in die 
Krümmungsmittelpunktsfläche des Ellipsoids übergeht. Diese Mög- 
lichkeit beruht einmal auf der Uebertragung der orthogonalen ellip- 
tischen Koordinaten, andererseits auf der Theorie der Krümmung 
n-facher Mannigfaltigkeiten, welche von Herrn Prof. Kronecker ent- 
wickelt 8 ) und in innigsten Zusammenhang gebracht ist mit der kurz 
vorher 6 ) von ihm geschaffenen Theorie der „Charakteristik" von 
Funktionensystemen. 

*) Berliner Monataberichte, August 1869. 
6 ) Ibid., März 1869. 
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§1- 

Die Punkte einer n- fachen Mannigfaltigkeit sollen bestimmt 
werden durch n Variable x u . . . x„, welche den rechtwinkligen 
Koordinaten des 3-dimensionalen Raums entsprechen. Dann den 
niert eine Gleichung: 

F # s , ... JC n ) — 0 

eine den Flächen analoge {n — l)-fache Mannigfaltigkeit, und ist 
. . . x') ein Punkt derselben, so stellt die Gleichung: 

die in dem Punkte (x° lf . . . *r°) berührende ebene (n — l)-fache 
Mannigfaltigkeit dar (für n — 3 die Tangentialebene), und es sind 
endlich : 

t O 0 



die Gleichungen der „Normale" an F=o in demselben Punkte. 
Dies vorausgeschickt, sei durch die Gleichung: 

(i) i4- =i 

eine Mannigfaltigkeit zweiter Ordnung (E) definiert, von der wir 
voraussetzen, dass 

<i\ 7> > a 3 . . . . > a„ > 0 
sei, und die deshalb keine Punkte im Unendlichen besitzt, sich 
also als eine „geschlossene" Mannigfaltigkeit erweist. (Cfr. 
Kronecker, Bemerkungen zur Determinanten - Theorie. Crelle 72, 
pag. 169). 

Dann wird die Gleichung der berührenden ebenen Mannig- 
faltigkeit: 



n 



und die der Normale sind: 
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Es sei nun (£,, . . . £,,) ein Punkt dieser Normale, und es 
werde mit w der gemeinsame Wert der n Brüche bezeichnet: 

(3) u= X '~ h (i=l, 2, ...*). 

a,- 

Diese n Bruche geben quadriert und addiert: 

5 (#« ? — &)* = w a 2 — V; also « = ± »e, 

1 = 1 t = 1 

« 

wenn wir folgende Bezeichnungen einführen: 

^ i=l i=l 

Es entspricht dabei p dem Abstände des Anfangspunktes von 
der Tangentialebene, q dem Abstände der beiden Punkte x° und £ 
von einander. Uebrigens dürfen wir wohl auch in der Mannigfal- 
tigkeitslehre von dem Abstände zweier Punkte reden (und die De- 
finition dieses Ausdrucks ist soeben gegeben), da ja auch im 
Sprachgebrauch dieses Wort in anderem als rein geometrischem 
Sinne verwandt wird, u ist also gleich dem Produkte dieser bei- 
den Abstände, wenn wir noch festsetzen, dass p stets positiv, q da- 
gegen positiv oder negativ zu nehmen ist, je nachdem 

£ . 

ö — d. h. je nachdem — £,) > oder < 0 ist. 



1 • 
a,i 

Aus (3) folgt nun: 
(4) *; = ai h (i = 1, . . . n). 

Ist dahe^ (£t, . . . |„) ein gegebener Punkt, von dem aus die 
Normalen an die gegebene Mannigfaltigkeit (E) gelegt werden 
sollen, so liefern die Gleichungen (4) den Punkt . . . Xn\ in 
dem die Normale die Mannigfaltigkeit schneidet, kurz gesagt, ihren 
Fusspunkt, vorausgesetzt, dass u bekannt ist. Mit Hülfe der Glei- 
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» 

chung (1), welcher die Grössen . . . x„) genügen, erhalten wir 
aber sofort: 

(5) 2r~ 1 S= 1 > 

eine Gleichung 2nten Grades in u, welche lehrt, dass von jedem 
Punkte aus 2n Normalen gelegt werden können; unsere Aufgabe 
ist, die Anzahl der „reellen" Normalen in jedem Falle anzugeben, 
d. h. für einen beliebigen Punkt (£). 



§2. 

Wir sind demnach auf das algebraische Problem geführt, die 
Anzahl der reellen Wurzeln der Gleichung (5) zu ermitteln, in der 
Ii, . . . und a„ . . . a„ beliebig gegebene Grössen sind, mit der 
einzigen Bedingung: 

a/ > af + i > 0 (t = 1, . . . n — 1). 

Während im allgemeinen bei der Frage nach der Realität der 
Wurzeln einer Gleichung sämmtliche in ihr enthaltene Koefficienten 
als variabel angesehen werden, werden wir von den 2n Grössen 
unserer Gleichung nur die £ verändern, die a aber als fest be- 
trachten, der Natur unseres Problems gemäss. 

Es wird nun nothwendig, statt der £ andere von ihnen abhän- 
gige Grössen einzuführen. Setzen wir: 

* et £ ? 

/(«) = 2 ( fli -«)»~ *> 

so hat die Gleichung f(u) = 0 mindestens zwei reelle Wurzeln, da 
/( — od) = — 1 ist, und mit wachsendem u auch f(u) zunimmt, 
bis für u = a n der Wert /(a„) = + oo erreicht wird; inzwischen 
wird also einmal der Wert /(«■) = 0 passiert; ebenso sieht man, 
dass auch zwischen u — a,. und u = H- oo der Wert / = 0 einmal 
erreicht wird. Eine dieser beiden reellen Wurzeln sei u = v\ sie 
entspricht einer ganz bestimmten reellen Normale, denn wir finden 
aus (4) ihren Fusspunkt: 

Xi = (t = 1, . . . n). 

a, — v 
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Aber auch umgekehrt: 

x°i (a, — v) . 

c» = ; \i = 1, . . . n). 

a, 

Da zwischen den Grössen (x° t , . . noch die Gleichung (1) 

besteht, so ersetzen wir sie durch (n — 1) unabhängige a 1} . . . a n — i. 
Führen wir nämlich die {n — 1) Gleichungen ein: 

(6) 2 „ ' = 1 0» = 1, 2, . . . * — o, 

so bestimmen diese mit der ursprünglichen Gleichung (1) zusammen 
die n Grössen xj eindeutig. Die Auflösung des Gleichungssystems 
kann erfolgen nach der von Liov. etile im XI. Bande seines Journals, 
pag. 466 angegebenen Methode, und ergiebt: 

N - 1 

a. | ( («; — «/*) 

(7) *? = (pi - (» = 1, . . . n). 

11 («/ — Oft) 
fc = i 

Der Strich an dem untern I| soll andeuten, dass der Wert 
k = i auszulassen ist. Unter der Bedingung, welche wir noch 
hinzunehmen, 

«i 3> a x Z> a 3 > cr 5 ;> a„_ i >► 1 .> a n 

werden alle x'l > 0, also die x, reell. Man erhält alle Werte xl, 
welche der Gleichung (1) genügen, indem man den (« — 1) Grössen 
« alle möglichen, innerhalb der angegebenen Grenzen liegenden, 
Wertsysteme zuerteilt. Wir wollen aber fortan den a diejenigen 
festen Werte erteilen, welche zu den x° 7 gehören, sodass: 

♦ 

n — 1 

(8) xV = ^ (t=l,...n). 

| | (a, — a k ) 

k = 1 

Die Möglichkeit, dass ein « mit einem a zusammenfiele, wollen 
wir vorläufig ausschliessen, d. h. es soll kein xl = 0 sein; (d. h. 
im Falle n = 3, der gegebene Punkt soll in keinem Hauptschnitt 
des Ellipsoids liegen). 
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Mit Benutzung von (8) wird nun: 



71 — 1 



t _ (fl, — V? f, :=1 

5« — * „ 



IT ( a< a *) 



(i = 1, . . . n). 



k : = 1 



Wir können also in der Gleichung (5) die n gegebenen Grössen 2? 
ersetzen durch die n andern v, a tf . . . a n _ i (d. h. im Falle n = 3, 
wir ersetzen die rechtwinkligen Koordinaten des gegebenen Punktes 
durch die elliptischen Koordinaten des Fusspunktes einer der mög- 
lichen reellen Normalen und durch die Länge dieser Normale; in 
der That ist dadurch der gegebene Punkt eindeutig bestimmt). 

Die behandelte Gleichung (5) nimmt somit die Form an: 

71 - 1 

n II («* — «;■) 



(9) /(«) = 2 ^ 



(a, - vf 



II (a, — a») 

k = 1 



-1=0. 



Da offenbar die Wurzel u = v vorhanden ist, so können wir 
die Gleichung davon befreien, indem wir den Zähler nach (u — v) 
entwickeln. Alsdann kommt: 

n — 1 







1 -H 



2(i/ — p) 



-^1-1=0. 



* = 1 



Das constante Glied verschwindet nach (8) und (1), und setzen 
wir noch: 



« — i 



(io) »(«) • 2 



i=i 



|| (Cti — dk) 



Cti — u 



k = 1 



n — l 
|| (w — 

= * 

n 

I| (w — a k ) 

k= 1 



so geht die Gleichung (9) über in: 

2 ^ v'M 



(w — v) a y(w) 



w — v y (m) 



= 0, oder 
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«— 1 



(in = - 'tM = \ J S -1— 

u — v (f>(u) u — a, ~ x u — «// 

eine Gleichung (2n — l)ten Grades für «')• 

Um die Zahl der zu jedem v gehörigen reellen Wurzeln u zu 
bestimmen (die a lassen wir fest, d. h. bewegen den gegebenen 
Punkt £ nur auf der betrachteten Normale), untersuchen wir zu- 
nächst umgekehrt die Veränderung von v } wenn u alle reellen 
Werte von — oo bis -+- oo durchläuft. Sehen wir dabei, dass ein 
bestimmter Wert v Amal erreicht wird, so gehören umgekehrt zu 
diesem v X reelle Wurzeln u. 

Der rechten Seite von (11) geben wir die Formen: 

1 a t — ttg cf a — d&3 

u — a, (u — a t ) (u — a 8 ) (w — a a ) (u — 03) 

<*n — 1 O-n 

(u — a„_i) — a„) 

und 



(w — a,) (u — a t ) (u — fl 3 ) (u — «,) 

a n -i — <*n-l 1 



(w — a„-i) (m — a«-i) w — ' 

und teilen dann alle reellen Werte von u in die 2n Intervalle: 
(1) — oo bis a» (2) a n bis o„_i 

(3) a n _i „ a n ~i (4) a„_i „ a„_ 2 



(2n — 3) a a bis a, (2n — 2) a 9 bis a, 

(2n — 1) «! „ a, (2») a, „ -+- oo. 



') Es ist bemerkenswert, dass diese Gleichung übereinstimmt mit derjenigen, 
welche die Maxima und Minima des Produkts: 

« 

II" («-«,) 

i 



n - 1 ( u _ „)« 

II <« - <V> 

bestimmt. 
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Man sieht dann aus der ersten Umformung, . dass in den un- 
geraden Intervallen die rechte Seite von (11) aus lauter negativen 
Gliedern besteht, und ebenso zeigt die zweite Umformung, dass in 
den geraden Intervallen rechts lauter positive Glieder stehen. In 

den Teilpunkten der Intervalle wird jedesmal ein Bruch oo, es 

2 

folgt also, dass für keinen endlichen Wert von u • = 0 ist, 

also ist v stets endlich, sobald u endlich ist. 
Aus (11) folgt aber: 

n n — 1 

2 H ( m - «*> • n ( w - «*) 

i — 1 iL = 1 

W > 

wo W ein Ausdruck ist, der mit -\-u* u ~* anfangt. Wir können 
daher schon oberflächlich den Gang von v übersehen. Es wird 
nämlich für: 

u = — oo, a„ y a n _ i, a n _ h a n _ 2 a v or„ a„ -h oo 

resp. 

ü = H- oo, a n , «„ _ i, a n _ i, a n _ 2 a*, a„ a„ — oo. 

Um aber den Gang genauer verfolgen zu können, müssen wir 
die Maxima und Minima von v untersuchen. Daher differenzieren 
wir (11) und erhalten: 

Setzen wir = 0, so ergiebt die Elimination von v das 
Resultat: 

(12) ^l?,^~J i '^=^'l™,?,ör^? ~~ j^ö^r 

eine Gleichung, welche nach Wegschaffung der Nenner vom 
(4» — 4) ten Gerade, diejenigen Werte von u ergiebt, weichet) zum 
Maximum oder Minimum machen. 

Nennen wir diese ganze Funktion (An — 4) ten Grades F(u), 

so können wir obigem -4— die Form: -4— = — "^ffi geben. Es ♦ 

° du du W 1 

folgt dann: 
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d?v W*F (u)— 2WW'F(u) 

du* W* 



für diejenigen «, welche F(u) = 0 machen, ist also 



v_ F'(u) 



du 3 W 3 ' 

woraus ersichtlich, dass den einfachen Wurzeln von F(u) = 0 wirk- 
liche Maxima oder Minima von v entsprechen. 



§ 3. 

Setzen wir nun zur Abkürzung: 

n n — 1 

D(u) = J| (u — J(u) = \[ (u — ««); D = J - Z, 
so ist die Funktion F(u) des vorigen §: 

? v i_n 

Ferner folgt: 

Z' ^ 1 ^ 



l=1 - 1 

= />' </ 3 [- 2 ZZ Z 7 Z 9 - ^] = ^ (Z ' - 2ZZ"), 
F(u) = 4 J*4' (Z' 3 — 2ZZ") — 2 

oder 

(13) 4 J F(u) — jF(u) = 2J*D Z'\ 

Wir haben ferner die Partialbruchzerlegung : 

w 

D n-1 , Ii («*-«') 

Z — — = u-\- Const. 



. w — «» ., 



v = 1 

also: 
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und 

n 

„ II fc — «<) „-1 
^ Z"' =~62 « - 1 ' II' ( M — «»Y (> = /. .««-ctal«-»). 

* =i ri'<«*-*> v=i 

Die Koefficienten unter der Summe der rechten Seite sind 
sämmtlich negativ; denn es ist 

a M <C a, für » = 1,2,... f», 

und 

<L a„ für v — 1, 2, . . . /» — 1 ; 

also ist im Zähler ein negatives Glied mehr als im Nenner. Setzen 
wir daher: 

/r = -6G(u), 
so ist (x(w) eine stets negative Funktion von w, und wir haben: 

(14) F{u) --£- Fiu) +*ß- ©(.) = 0. 

Wir benutzen nun auch hier den von Joachimsthal 1. c. aus- 
gesprochenen und bewiesenen Hilfssatz, welcher lautet: 

„Besteht für eine ganze Funktion F(u) eine Gleichung 
„F — UF'-\- V = 0, in der U und V beliebige, auch ge- 
„brochne, rationale Funktionen sein dürfen, so hat in einem 
„Intervall, in dem V weder verschwindet noch sein Zeichen 
„ändert, F—Q erstens keine Doppelwurzeln und zweitens 
„so viel reelle Wurzeln zwischen u = a und u — b als die 
„Differenz der Anzahl der Zeichen Wechsel in der Reihe 
„F t F y V für u = a und u = b angiebt." 

Wenden wir nun diesen Hilfssatz auf unsere Gleichung (14) 
an, so ist: 
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zu setzen. Dieses V kann sein Zeichen nur ändern an den Stellen 
u = cii (i — 1, . . . n\ für die der Zähler D = 0 wird, und an 
denjenigen, für welche J — 0 ist. Nennen wir die (n — 2) Wur- 
zeln dieser Gleichung ß u ß 9) . . . ß n . 2 , so sind diese, weil J = 0 
die (n — 1) reellen Wurzeln a if . . . a„ - 1 hat, nicht nur alle reell, 
sondern sie erfüllen auch die Ungleichheitsbedingungen: 

a i > fr > a a > ßt ....>/?„_ 2 > a n - 1, 

oder kurz: 

a* > > «f + i (t = 1, . . . n — 2). 

Da nun ferner: 

o, > a, >• a, + 1 (t = 1, . . . n — l), 

so ist auch: 

eti > ß, \> üi + 2 (t = 1, . . . n — 2), 

aber es kann /S, ebenso wohl grösser als kleiner als auch gleich 
ai + 1 sein, und wir müssen im folgenden diese Fälle unterscheiden. 

Wir wollen zunächst annehmen, es seien sämtliche ßi <C a,+i 
(i = 1, . . . n — 2), so dass also a i + i ~> ßi > a i + i > a, + 2 
(t = 1 , . . . n — 2) und üi >* a, > a a ist. 

Wir teilen nun das ganze Intervall der «-Werte von — co 
bis -h co in 3n — 2 Intervalle, indem wir alle a, a, 0 als Grenz- 

» 

stellen festsetzen. Bezeichnet dann noch « eine beliebig kleine 
Grösse, so sind diese Intervalle dargestellt durch: 





(1) 


CO 


bis 


Ou — * 






(2) 


a„ -h e 


» 


a« -l 


f 


(3» 


— 3t — 3) 




bis 


/*, — « 




(3n 


— 3» — 2) 






«I + i — * 


(i = n — 2, ... 2, 1). 


(3n 


— 3t- 1) 




n 








(3n — 3) 


«i 


bis 


a x — f 






(3n - 2) 






-+- oo. 





Wir wollen nun ermitteln, welches in diesen Intervallen die 
Vorzeichen der Funktionen F, F, V sind. Zu diesem Zwecke 
notieren wir: 

F(— co) = -+- co; F(-h oo) = + oo. 
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n n 1 

F(at) = II (a, - a*) 2 • H (a,— a M ) 8 ; also F(a,)>0 (t=l,...n). 
fc = l /i = i 

« n — 1 

/•(«,) = — 3 II («„ - a,) 9 • Jl' («* — also < 0 

(v = 1, ...» — 1). 

Dazu die Werte von F. 

F'{— oo) = — oo; F'(-h oo) = + oo; 
ferner aus (13): 

t {ai} — - n _ j (* = 1, . . . n). 

Es kommt also auf das Zeichen von ^/'(ö,) an. Nun ist 
oo) = -(- oo und 4'(ß v ) = 0 (y = 1, . . . n — 2). In den Inter- 
vallen -f- oo . . . ßi . . . ßt ß n - 2 • • • — °° ist also J ab- 
wechselnd positiv und negativ, hat daher in dem Intervall ß- t bis 
ßi + i das Zeichen ( — 1)'. Wir haben nun zunächst angenommen, 
dass alle ßi <L a i + i, dass also a, + i > ß, 7> a, + i 3> a, + 2, daher 
hat in diesem Falle J'{a^) das Zeichen ( — 1)' ~ 2 , denn es ist 
ßi- 2 > ai 7> ßi- i. Das Produkt im Nenner von F '(«,) hat das 
Zeichen (— 1)' _1 , also folgt: 

F(ßi)<:0 (i = 3, 4,.. .n- 1). 

Besonders sind nämlich noch F(a n ), F(a l ) } F(a^) zu unter- 
suchen, weil auf sie die* vorigen Intervallschlüsse nicht passen. 
Es hat nun J'(a n ) offenbar das Zeichen ( — 1) H ~ 2 , also ist auch 
F(a n ) <C 0. Ferner sind J{a^) und J'(a^) beide positiv, daher 
F{a*) < 0, aber F(a x ) > 0. 

Wenn obiger Annahme entgegen eins oder mehrere der ß 
grösser als das entsprechende a wären, z. B. nur ßh> so 
sind in der Nähe desselben folgende Lagenverhältnisse zu ver- 
zeichnen. Statt wie vorher: 

ah 7> ßh - i > an Z> an + 1 > /Ja > ah + i > ah + 2, 
heisst es jetzt: 

a h ~> ßh - 1 > <** >• ßk > ah + 1 > afc + 1 > ctA + 2; 
es ändert sich also das Zeichen von j'(a h + i) in das entgegen- 
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gesetzte, und daher auch das von F{ah + \). Alles andere bleibt 
unverändert. Dies kann eintreten für beliebig viele der Wurzeln ß 
und ist nachher zu berücksichtigen. 

Wir brauchen nun noch die Zeichen der F{ß). Aus (14) 
' folgt: 

n 

n & - 

Ufa—«*) 

Nun ist G stets <! 0; der Nenner hat das Zeichen ( — l) y . 
Für den Zähler müssen wir auch hier zunächst annehmen, dass 
alle ßi< Oi+i sind, dann hat er das Zeichen ( — l) y+1 , also: 

F\ß v ) > 0 (v — 1, 2, . . . n — 2). 

Ist dagegen wieder ß h > a h + 1, so finden wir für dieses : 

f tfo < o. 

Um endlich noch die Zeichen von 

* * 

zu bestimmen, beachten wir, dass es sein Zeichen nur an den 
Stellen 



ändern kann. 
Also: 

V{— oo) = — oo; F(-f- oo) = — oo; V{a t — «) = — 0; 

F(a, -f- «) = -+- 0 

^ — t) = -h 0; -+-«) = — oo; V(a /L ) > 0. 

Dies gilt für die erste Annahme, ist aber ßh 7> cd, + 1 , so 
haben wir: 

- i) = - 0; V(ß h + *) = + 0; F{o* + i - «) = 4- 0; 

K(o* + i-r-«) = — 0; 

alles andere bleibt dasselbe. 

Wir erhalten demnach, zunächst immer unter der Voraussetzung, 
dass alle ßi < a,- + i, folgendes Schema: 
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F V 



(1) 



(2) 



(3n — 3»- 3) 
(3» — 3* -2) 

» 

(3n-3»-l) 



(3n 
(3» 



3) 
2) 



— CO 

a„ — f 


+ 
-+- 






«» - l 


+ 


— 


+ 

4- 


























(li + i 
/9i — * 





■ 

+ 


4- 

■ 

4- 


a/ + 1 — « 


■ 

+ 


-f- 


l 

4- 
i 

-r 


a» H- 1 -f < 

«i 


+ 




























a, — f 




* 

4- 


+ 

4- 


a, 4- * 


+ 


4- 
4- 





(« = " - 2, 



2, 1). 



Die Stellen, deren Vorzeichen unbestimmt gelassen sind, wur- 
den durch Sternchen bezeichnet. Nach unserm Hilfssatz sehen wir 
nun, dass in den Intervallen a i + 1 bis a, = n — 1, n — 2, . . . 1), 
ausserdem in a, bis a, je eine reelle Wurzel von F = 0 liegen 
muss; dass dagegen in den Intervallen + i bis ßt und ß t bis a < + 1 
(i = n — 2, ... 1) höchstens je eine Wurzel liegen kann, je nach 
dem Ausfall der unbestimmt gelassenen Zeichen. Es können daher 
in den Intervallen or, + i bis a 1 + l entweder 2 oder 1 oder 0 Wur- 
zeln liegen. Nun haben aber F(a i + i) und F(a i + i ) verschiedene 
Zeichen, also liegt eine und nur eine Wurzel dazwischen. Das 
Resultat ist demnach: Es liegen in den Intervallen 

ö| . . CC\ . . . . GTj .......... Ott - 1 . . (In 

je eine reelle Wurzel; es hat also F(u) = 0 2n — 2 reelle Wurzeln, 
genau ebenso viele complexe. 

Hierbei ist jedoch die Möglichkeit ausser Acht gelassen, dass 
ein ß h selber eine Wurzel von F = 0 wäre. Da aber F'(ß h ) ^ 0, 
so könnte es nur eine einfache Wurzel sein. Für diesen Fall 

2 
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können wir mit Rücksicht auf das H- Zeichen von F(ß n ) nach dem 
Taylor'schen Satz in den Intervallen 3« — 3A — 3 und 3n — 3ä — 2 
die beiden Sternzeichen von F(ß tl ) bestimmen; es wird 

F(ß h — «) < 0, F(ß h + «) > 0, 

sonst bleibt alles ungeändert, und man sieht, dass in den genannten 
Intervallen dann keine Wurzel mehr enthalten ist, dass also das 
ganze Intervall ah + 1 . . . a h + 1 genau wie oben eine und nur eine 
Wurzel enthält. 

Wir müssen nun auch den Fall betrachten, in dem nicht alle 
ßi <C «i + 1 sind. Ist z. B. ß h > a h + 1 , so treten in der Tabelle 
alle die Veränderungen ein, welche wir schon angemerkt haben. 
Die Intervalle 1, 2, . . . 3n — 3A — 4 und die Intervalle 3n — 3A, 
3« — 3A -+- 1, . . . . 3« — 2 ändern sich gar nicht; für die 3 In- 
tervalle 3n — 3A — 3, 3* — 3A — 2 und 3n — 3A — 1 treten 
an die Stelle der früheren die folgenden: a h + i . . . a h+ i — «; 
a h + i -h f . . • ßh — «; /?a -+- f . • • «a. Das Schema lautet sodann: 



u 


F 






«A + l 




* 


+ 


«A + 1 ~ « 


+ 






«A + 1 + * 


+ 


+ 




^A f 








/»A + < 


★ 




+ 


«A 






+ 



Also enthält das Intervall ah + 1 . . . a h + 1 sicher eine Wurzel, 
die beiden andern höchstens je eine; zwischen a h + i und a h liegen 
also 2 oder 1 oder 0 Wurzeln; da aber F(cth + i) und ^(«a) ent- 
gegengesetzte Zeichen haben, so muss eine und nur eine Wurzel 
darin sein. Es finden sich daher auch in dem jetzt betrachteten 
Falle, wo nicht alle ß t <C a i + i sind, in jedem der Intervalle 

flj ... &i ... flj ... Gtj ........ an — l . . • fit« 

je eine reelle Wurzel. Der Fall, dass ßh selber eine Wurzel von 
F = 0 wäre, erledigt sich genau so wie vorhin, indem dann an 

Stelle der beiden Sterne für F die Zeichen H treten. 

Es ist drittens und letztens noch die Möglichkeit zu berück- 
sichtigen, dass ßh === aa + 1 wäre. Die betrachteten 3 Intervalle 
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ziehen sich dann in 2 zusammen or/, + 1 . . . an + 1 . . . a». Statt derer 
betrachten wir aber die beiden grösseren Intervalle, welche den 
beiden vorher unterschiedenen Fällen gleichmässig angehören, 

Q>h + 2 ~f~ f . . . fl/i + 1 — s, ai, + .1 -I- s ... an, 
von denen wir im voraus wissen, dass das erstere mindestens eine 
Wurzel enthält, nämlich die zwischen ah + 2 und «/, + 1 gelegene. 
Es ergeben sich die Zeichen: 

u F F V 



H + 2 + f 


+ 












+ 


«A + 1 + « 


+ 












+ 



welche zeigen, dass das erste Intervall 2, das zweite 1 Wurzel 
enthält. Die Verhältnisse haben sich also auch hier gar nicht ge- 
ändert; es folgt allgemein: 

„Die Gleichung (4n — 4)ten Grades: F=0 hat 2n — 2 
„reelle Wurzeln, und zwar je eine in den Intervallen 



«1 



«2 



a„ - 1 . . . a». 



§4. 

Die im vorigen § betrachteten reellen Wurzeln der Gleichung 
F= 0 seien in aufsteigender Grösse geordnet: w s , . . . u 2n - 2. 
Ihnen entsprechen nach § 2 ebenso viele Werte von v: v u v if . . . 
V2 tl 2, welche sich aus der Gleichung: 



(ii) 



2 1 ^ 1 



ergeben, und welche Maxima oder Minima von v darstellen, wenn 
es als Funktion von u aufgefasst wird. Da nun für u = — 00 
v = -f- 00 ist, so nimmt mit wachsendem u v zuerst ab, also sind 

Minima, die anderen Maxima. Wir haben daher 
die Ungleichheiten: 

i>, < v 3} v z < v,; v 3 < v 4 , v h < r 4 ; t? 2n _ 3 < V2« - 2; 

ausserdem infolge der auf pag. 11 angegebenen Wertverhältnisse: 

2* 
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v, < a„ i , r 2 > a„ „ i; t> 3 < a, t _ 2 , t> 4 > a» _ 8 ; 

V2»»-2 > «i, also auch t> 2 „_ 2 > »i. 

Wir können daher, nach aufsteigender Grösse ordnend, folgende 
Wertfolgen aufschreiben : 



II. 



— oo, Vl 

— OO, v 3 



t «« - 1, v 7 

, ff« sr, Vt 



, -+- oo 
, -t-oo 



— OO, ü, 

— oo, v 3 

— OO, v h 



• a » - 2, 



, -+- OO 

, -f- OO 



OO, «2* -3; Äi , V in -2, "h OO 



OO, t>*„ ■- 3, V 2 « -4, -H OO. 



Indem nun w die Wertreihe von — oo bis -f- oo stetig durch- 
läuft, geht v von -+- oo nach nach t> 9 . . . u. s. w. nach v 2n 2 
nach — 00. Verfolgt man dies genau, so sieht man, dass auch v 
das ganze Intervall von -h 00 bis — 00 zurücklegt, aber einzelne 
Teile desselben mehrmals. Bilden wir nämlich die Wertstrecken 
( v i v a)> ( y 3 ^4), . . • • («2« ■ 3 »2n --2), so finden wir, dass, wenn mit 
v\ und v (l . das kleinste und grösste der v bezeichnet werden, zwi- 
schen va und v fl kein Wert existiert, der nicht mindestens in eine 
jener (n — 1) Wertstrecken hinein fallt. Es bleibt also zwischen 
v\ und kein noch so kleiner Teil der reellen Wertreihe von 
jenen Strecken unbedeckt. Denn wäre x ein Wert, der in keiner 
dieser Strecken läge, und wären v x und v p die beiden nächsten ihn 
einschliessenden Werte von jenen (2n — 2) Grössen v,, ... «2 »-2, 
sodass v x <C x <L v Pf so muss erstens x gerade sein, q ungerade. 
Nach den Ungleichheiten der vorigen Seite ist dann aber auch 
v x + i <Cx. Wäre nun x<Cv x + 2, so wäre es ja in der Strecke 
(v x + iv A + 2 ) enthalten, also muss auch v x + 2 <L x sein, und so- 
schliessen wir wieder bis zu v 2n - 2 <~ x y und von da aus v x <L x, 
v 9 <L x und so fort, sodass wir auf den Widerspruch kämen , dass 
alle v v <L x sind. 

Nachdem dies festgestellt, sehen wir auch, dass v, um aus 
dem -+- 00 kommend nach t>, zu gelangen, erst v a passieren muss; 
die Strecke (», v a ) wird also unmittelbar hintereinander zweimal und 
zwar in entgegengesetzter Richtung durchlaufen, und dieses doppelte 



uigwzeo 
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Durchlaufen folgt ebenso für jede andere der obigen Strecken, da 
stets der Anfangspunkt weiter von -+- oo entfernt ist als der End- 
punkt. Bei diesen anderen Strecken braucht allerdings das entge- 
gengesetzte Durchlaufen nicht unmittelbar einander zu folgen, es 
kann sogar in mehreren getrennten Abschnitten erfolgen, jedenfalls 
zeigt aber eine klare Anschauung der Punktverhältnisse, dass wir 
die wirkliche Bewegung von v ersetzen können durch eine fingierte, 
welche zuerst die ganze Wertreihe von H- oo bis — oo durchläuft, 
danach aber jede der (n — 1) Strecken (c x t> 9 ), . . . (v 2lt 3 osu-s) 
zweimal, je einmal in jeder Richtung. 

Sehen wir nun zu, wie oft bei diesem Gange ein bestimmter 
Wert v berührt wird. Dieser kann entweder ausserhalb aller 
jener (n — 1) Strecken liegen, oder in einer, oder in zweien u. s. w. 
Liegt er in v Strecken zugleich, so folgt, dass er (2v -h l)mal 
berührt wird. Zu diesem Wert v gehören also (2v -+- 1) Werte u 
als Wurzel der Gleichung. (11). Die Gleichung (9) und die ihr 
äquivalente Gleichung (5), deren Wurzelzahl wir bestimmen wollen, 
hat die eine Wurzel u = v mehr, sie hat also 2 oder 4 oder 6 
oder 2« reelle Wurzeln, je nachdem von den Ungleich- 
heiten: t 

(v 2 i — v) (v 2i - 1 — i?) <: 0 (i = 1, . . . n — 1) 

keine oder 1 oder 2 oder alle (n — 1) erfüllt sind. 



§5. 

Wir haben somit die algebraische Untersuchung über die 
Realität der Wurzeln der Gleichung (5) vollständig erledigt; da 
aber in den Ungleichheitsbedingungen, welche unser Kriterium aus- 
machen, die Grössen o x , . . . v 2n 2 vorkommen, die durch ein sehr 
umständliches Verfahren erlangt sind, so müssen wir zusehen, ob 
sie sich nicht auf eine mehr anschauliche Weise definieren lassen. 
Dazu müssen wir auf unser Mannigfaltigkeitsproblem zurückgehen. 

Wir hatten den gegebenen Punkt (2?,, . . . £„), von dem aus 
die Normalen an die Mannigfaltigkeit (E) zu legen waren, durch n 
andere Grössen bestimmt, nämlich durch a,, . . . a„ ... 1? welche, den 
elliptischen Koordinaten entsprechend, den Fusspunkt der einen 



Digitized by Google 



22 



stets möglichen Normale festlegten, und dann durch die Grösse v f 
welche dem Abstände des Punktes (£) vom Fusspunkt proportional 
war. Die Grössen . . . t> 2 „ - 2 enthalten implicite die a,, . . . a n _ 1; 
also haben sie für verschiedene Normalen verschiedene Werte, aber 
für einen bestimmten Fusspunkt (a,, . . . a„_i) definieren sie ganz 
bestimmte Punkte der zugehörigen Normale, welche nach der Vor- 
schrift des § 1 zu finden sind. Welche Zahl reeller Normalen von 
dem gegebenen Punkt aus möglich ist, hängt dann davon ab, in 
wie vielen von den auf der Normale befindlichen Strecken »2;) 
der Punkt gleichzeitig liegt. 

• Um jedoch die Endpunkte dieser Strecken besser zu definieren, 
müssen wir versuchen, die Theorie der Krümmung auf unsere 
Mannigfaltigkeit (E) zu übertragen. 

• Herr Prof. Kronecker hat gezeigt (Monatsber. August 1869), 
dass, wenn in einer n- fachen Mannigfaltigkeit durch eine Gleichung 
F(x Xt . . . #n) = 0 eine (n — 1)- fache Mannigfaltigkeit definiert ist, 
welche also den Flächen unseres Raumes entspricht, auch für dieses 
F Beziehungen stattfinden, die der Flächenkrümmung analog sind. 
Von jedem Punkte der Mannigfaltigkeit F — 0 ausgehend, kann 
man auf ihr (n — 1) zu einander normale Richtungen angeben, 
welche in allen wesentlichen Beziehungen den Hauptkrümmungs- 
richtungen der Flächen entsprechen. Zu diesen Richtungen gehören 
auch (n — 1) Punkte der Normale, die den Krümmungsmittelpunkten 
analog sind, und diese (n — 1) Normalenpunkte erzeugen, wenn 
man sie für jeden Punkt der gegebenen Mannigfaltigkeit konstruiert, 
jeder eine Schale einer neuen (n — 1)- schaligen Mannigfaltigkeit, 
'der Krümmungsmittelpunktsfläche entsprechend l ). 

Um für die vorliegende Mannigfaltigkeit (2?) diese neue Man- 
nigfaltigkeit zu ermitteln, suchen wir am besten, von einem Punkte 
von (E) ausgehend diejenigen Richtungen, welche wir einschlagen 
müssen, um zu einem unendlich nahen Punkt zu gelangen, dessen 



*) Dass der negative reeiproke Wert des Produkts der (n — 1) Grössen, 
welche der Lange der Krümmungsradien entsprechen, in naher Beziehung steht 
zu der Charakteristik des Funktionensystems: 

(p OLE. dF \ 

V' 8V 8*,' ' • ' Bx n ) 
sei nur beiläufig erwähnt. 
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Normale die des ersten schneidet. Da wir hierbei variable Punkte 
von (£!) brauchen, den « aber nur diejenigen festen Werte geben 
wollen, welche zu dem bestimmten Punkte (jcf) gehören, so müssen 
wir nun noch den elliptischen Koordinaten entsprechende „Variable" 
einführen, welche wir o> 9 , . . . w„ _ i nennen wollen. Dann sind 
die Punkte der Mannigfaltigkeit (E) gegeben durch: 

« - 1 

ai \\ (ai — Mu) 

(7) = ••• »), 

f\ (ai — a k ) 

k = l 

und ihre Normale durch: 

(3) • fL^k = w (£=1,...»), 

CLi 

wobei also die laufenden Variablen der Normalenpunkte durch die 
grossen Buchstaben bezeichnet sind. Wir schreiben: 

(3') Xi = — ( fl/ — w) (i = 1, . . . n). 

Gehen wir nun von einem bestimmten, aber beliebigen Punkte 
(«!, . . . u>n~i) über zu einem benachbarten 

(<»! -f- da) lf . . . 0)„ _ i H- dft) n _ i), 
so unterliegen zunächst die dco einer Gleichung, welche aus (7) 
durch Differentiation folgt, nämlich: 

n - 1 

— * n (««— o «-i dw 

2^,- San = 1 • 2 „ (* = h - ' - n )> 

I I - o») 



-1 «'-«M 



oder 



= — Zi (i= 1, . . . n). 

Die Gleichungen der Normale an dem neuen Punkt sind 
entsprechend: 

«• = (a, — w ) (t = 1, . . . «). 
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Wenn die beiden Normalen einen Punkt' gemeinsam haben 
sollen, so müssen die beiden X> sich in Uebereinstimmung setzen 
lassen, es muss also: 

Xi (a, — w) = (xi -h (cti — w) (i = 1, . . . n) 

für alle Werte i gleichzeitig zu befriedigen sein durch dieselben 
Werte von d, w, w. 

Die Gleichung kann sofort geschrieben werden: 

«, = *> + — 2— (.-!,...»).. 

/i = i ^ 

Natürlich sind diese n Gleichungen nicht für beliebige er- 
füllt, sondern nur für solche, welche den jetzt zu bestimmenden 
Bedingungen genügen. Es muss offenbar: 

{cti — w) H yn day 

gleich einer von i unabhängigen Grösse cfx sein, d. h. es müssen 
die n Gleichungen: 

' ( 15 ) 2 ~ = 77 (t=l, ....») 

lösbar sein, wobei dw,, . . . da) n h dx als Unbekannte aufzufassen. 
Damit die Gleichungen verträglich sind, muss die Determinante 
wter Ordnung verschwinden, d. h.: 



1 




1 




1 


1 




«1 — 




«i — 


, . . . 


«i — <ö» - i f 


öl — 


w 


1 




1 




1 


1 




«a — 




a 3 — 

- 


, . . . 


er 3 — w„ _ ! ' 




10 


1 




1 




1 


1 




a n — 






1 • • .* 

ft> 9 




a n — 


w 



= 0. 



Die bekannte von Cauchy zuerst gegebene Umformung dieser 
Determinante siehe z. B. in Baltzer's Determinanten § 10, 15 u. 16. 
Danach erhalten wir: 
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(—1) • J (a Xl . . . a») • J («,, . . . o) M i) • 1 1 (w — a>,<) 

— = o 

n ii («!-«•) 

wo wie üblich mit 4 das Produkt aller Differenzen bezeichnet ist. 

Das Produkt kann danach nur verschwinden, wenn w einen 
der Werte w„_i hat. Setzen wir w = «a, so schreiben 

sich die n Gleichungen: 

( dm - i dm — 2dx ^ dm. + i 



■+-.... — ^ fa?>< ~ 1 — =0 (i = 1, . . . w). 

a, — a>„ - 1 

Da eine dieser Gleichungen "überflüssig ist, so können wir be- 
liebige (n — 1) auswählen, da aber die Determinante derselben 
nach der analogen Umformung nicht verschwinden kann, so müssen 
alle Unbekannte Null sein, d. h. wir erhalten als einzig mögliche 
Lösungen der Gleichungen (15) 

w = o>a, dm = 2dx; dm = dm = . . . dm - i = dwx + 1 

= . . . dcO n — i = 0, 

wobei X = 1, . . . n — 1 sein kann. Das heisst, geht man von 
einem Punkte der gegebenen Mannigfaltigkeit (E) zu einem be- 
nachbarten, so wird die Normale desselben die erste nur schneiden, 
wenn man in denjenigen Richtungen fortgegangen ist, welche durch 
je (n — 2) der den confokalen Flächen entsprechenden Mannigfal- 
tigkeiten (6) ausgeschnitten werden. Diese Linien entsprechen also 
den Krümmungslinien des Ellipsoids in jedem Punkte. Wir suchen 
jedoch hauptsächlich die Punkte der Normale, welche den Krüm- 
mungsmittelpunkten entsprechen. Die zugehörigen Werte von w 
sind resp. m, ■ • • m t - i , also sind die ihren rechtwinkligen Koor- 
dinaten entsprechenden Grössen nach Gleichung (3') für den jlten 
Punkt: 

Xi = ~ (cti — m) (i = 1, . . . n), 

wo (x {J . . . x n ) der Fusspunkt der Normale; wir eliminieren ihn, 
wenn wir schreiben: 
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u l 

[I Uli— w M > 

(16) X, 1 = («, - «O 5 (t = 1, . . . *). 

a, (a, - a*) 

Wenn man hierin den w nicht bloss feste Werte giebt, welche 
zu einem bestimmten Punkte gehören, sondern alle möglichen Werte 
innerhalb der ihnen zugewiesenen Grenzen, so erzeugt der Punkt 
(-X,, . . . X n ) eine Mannigfaltigkeit, die eine (Xte) Schale der (n — 1)- 
schaligen Krümmungsmittelpunktsmannigfaltigkeit, deren Gleichung 
wir erhalten würden, wenn wir aus den n Gleichungen (16) die 
«!, . . . o»„_i eliminieren würden; was wir aber an dieser Stelle 
nicht zu thun brauchen 1 ). Es ist aber unmöglich, die Gleichung 
einer Schale von der der andern zu trennen. Es lässt sich zunächst 
zeigen, dass jede dieser Schalen für sich eine „geschlossene" Man- 
nigfaltigkeit ist. Denn eine beliebige Gerade durch den Anfangs- 
punkt, deren Gleichung: 

Xi = k U (t = 1, . . . n) 

sei 3 ), schneidet unsere Schale (16) in einer Zahl Punkte, welche 
aus: 

n-l 

|[ (m— 

V $ = — («, - m) 7 (i = 1 , . . . n) 

Oi ] | (a. — a k ) 

k = l 

bestimmt werden. Wir eliminieren hieraus sofort (n — 2) der 
Grössen co, indem wir 

i / a,gy v =i / * ,? > = -i(- — — )-=o 

folgern, eine Gleichung 3(n — l)ten Grades, bei der die Zeichen- 

') Die Bestimmung der Ordnung und Klasse dieser Mannigfaltigkeit siehe 
in § 6. 

') Diese Betrachtung entspricht der von IJcrrn Prof. Kronecker, in den 
Monatsberichten vom 4. 3. 1869, Abschnitt XI angewendeten Einführung der den 
Polarkoordinaten analogen Variablen, und wir sehen, dass jede unserer Schalen 
um den Anfangspunkt einen „Bezirk" abgrenzt. 
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wecbsel, wenn man m alle Werte von — oo bis -4- oo durchlaufen 
lasst, zeigen, dass sie nur (n — 1) reelle Wurzeln hat, je eine in 
den Intervallen Aber nur für 

ax ~> m > ai + 1 
folgen für die andern o> reelle Werte, und auch ein positiver für 
daraus ergiebt sich, dass jede Gerade durch den Anfangspunkt die 
Schale in zwei und nur zwei zum Anfangspunkt symmetrisch lie- 
genden Punkte schneidet, dass also jede Schale „geschlossen" ist. 

Für uns sind aber wichtig die Schnittpunkte der Schale mit 
der Normale des Punktes (#°, . . . #»), für den die (»,,... 
die Werte (a,, . ... haben. Denn wir gehen jetzt nach diesen 

allgemeinen Bestimmungen über die Krümmungsmittelpunktsmannig- 
faltigkeit dazu über, sie für unser Normalenproblem nutzbar zu 
machen. Die Gleichungen der Normale des (%*) Punktes waren: 




(t=l, ...n), 



oder 

n - 1 

n («*—«/*) 

xl = — ^ (a,- — «) a (i = 1, . . . n). 

k=zl 

Für die Schnittpunkte mit der Schale (16) muss 

xt = XJ (i = 1, . . . n) 

werden; wir haben also die Gleichungen: 

« - 1 » - 1 

(17) II (*«• - «/») ' ("«' — «)" = II («' — »/0 * («* - 

/*=! = ! 

(«=1,...»), 

d. h. n Gleichungen zur Bestimmung von «„-i, u. 

Es ist unstatthaft, dass a>\ mit einem a zusammenfiele, z. B. 
m = «a, weil dann aus der Aten Gleichung auch u «== a/, folgen 
würde, und sich in den anderen (» — 1) Gleichungen der Faktor 
(fl, — a/,) 2 heben Hesse. Diese würden sich also reduzieren auf: 

n- 1 

II — ",*) = («/ — «'<) («f — «1) («1 — »* - 1) (a< — Wft + 1) 

. . . . (cii — (ü ri _ 1) (* = 1, . . . A — 1, A -h 1, . . . n). 
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Diese Gleichungen involvieren aber einen Widerspruch, weil 
sie zeigen, dass die beiden Funktionen {n — l)ten Grades 



n - 1 



II (« - «>) 



und 



(u — «,)... (u — m _. i) (u — a Ä ) (w — cüa + i) . . . {u — 0)„ _ i) 



für die (« — 1) Werte « ; = a u . . . a, t j, ai, + i y . . . a u überein- 
stimmen, da ausserdem in beiden der Koefficient von u n ~~ 1 gleich 
-+- 1 ist, so müssten sie identisch sein, was offenbar nicht möglich, 
so lange wir die Voraussetzung festhalten, dass kein a mit einem a 
zusammenfallt. 

Hiernach kann also (17) mit (a { — m) dividiert werden, und 
es eliminieren sich « 1; . . . o>a _ i , g>ä + i, . . . a> N _ i mit Leichtigkeit, 
denn wir bekommen: 



« - i 



(o, — uf 



11 



i = i v 1 



fo, - t/) 3 



ff<« 

Ar = 1 
n - 1 

,i=i 



— a fc ) 



— «/*) 



= 0. 



Jk= 1 



Diese beiden dienen dann zur Bestimmung von w und o>x. Nun 
ist aber (19) nichts anderes als die nach an differenzierte Glei- 
chung (18). Wir können daher die beiden Gleichungen ersetzen 
durch die einzige Gleichung (18), jedoch mit der Bedingung, dass 
für u nur solche Werte zulässig sind, welche dem m eine Doppel- 
wurzel verschaffen, und diese ist dann der zugehörige Wert 
von m. 

Es ist aber (18) keine andere als Gleichung (9), welche nach 
den Umformungen auf pag. 9 die Gestalt annimmt: 
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I I («-«*) , . 



«- 1 

(*. „\ 

H — 1 



| | (« — «Ar) 



Da, wie schon gezeigt, o>a nicht gleich einem a sein kann, so 
sind die Werte von w, welche au eine Doppelwurzel verschaffen, 
entweder u = au, oder es sind diejenigen u, welche der Gleichung: 

(20) j — -- - "y — — — 1 — 0 

eine Doppelwurzel verschaffen. 

Im ersten Falle u = ou, gehen die Gleichungen (17) über in: 

n - 1 n - 1 

1 1 (a : — a tl ) = \\ («,— u>^) (i = 1, . . . «), 

welche zeigen, dass unter den a>,, . . . o>„^i keine anderen Werte 
vorkommen dürfen, als unter den «,,... a n i , wenn auch in an- 
derer Reihenfolge; denn ist für den Augenblick: 

i 

71'1 71 — 1 

(f (u) = ] | (u — «„); ^(w) = ( tt - o> /t ), 

so sagen die Gleichungen, dass die Funktion (n — l)ten Grades 
<p(u) — ip(u) für die n Werte verschwindet, sie 

ist also identisch Null. 

Suchen wir aber diejenigen Werte w, welche der Gleichung (20) 
eine Doppelwurzel au verschaffen, so haben wir (20) nach au zu 
differenzieren, und erhalten: 

1 • 1 9 

es ergiebt also die Elimination von w aus beiden unsere alte Glei- 
chung (12), deren reelle Wurzeln wir in § 4 mit u lt ws« 2 
bezeichnet haben. 

Fassen wir dies alles zusammen, so haben wir als die gemein- 
samen Lösungen der Gleichungen (18) und (19) folgende anzu- 
setzen : 



Digitized by Google 



30 

m = «l, « 2 , . . . a„ i, tt,, ttj, ... Kg« . - 2 
M = Ct,, «j, . . . ä„ - i, Dg, . . . t>2« -2- 

Zu jedem Wertpaare bestimmen sich aus (17) die anderen a>. 
Aber wir wissen, dass wir reelle "Werte und Punkte nur dann be- 
kommen, wenn a x > «a > + i ist; also sind von obigen Wert- 
paaren nur 3 brauchbar, nämlich (cf. § 4): 

|ft)A = «A, ft>X = «2(n -A), m = t/2(„-A)-l 
}« = «x, U = U2(„-A), = l?2(n-A)-l. 

In Worten: Unsere Normale am Punkt (x"), d. h. jede Nor- 
male der Mannigfaltigkeit (E) schneidet die Ate Schale, d. h. jede 
Schale der Krümmungsmittelpunktsmannigfaltigkeit in nur 3 reellen 
Punkten. Der eine derselben (w = «a, m — «a) ist der Ate Krüm- 
mungsmittelpunkt der betreffenden Normale; es lässt sich auch 
zeigen, dass die Normale in .diesem Punkte die Schale berührt, der 
Schnittpunkt also doppelt zu zählen ist. Konstruieren wir auf der 
Normale alle • diese Schnittpunkte, so sehen wir, dass sie keine an- 
deren sind als die schon im § 5 gebrauchten Endpunkte der Strecken 
(«2 t -i v$i). Es folgt also, dass die (n — 1) Strecken der Normale, 
welche wir konstruieren mussten, um über die Realität der übrigen 
Normalen entscheiden zu können, identisch sind mit den (n — 1) 
Strecken, welche von den (n — 1) Schalen der Krümmungsmittel- 
punktsmannigfaltigkeit ausgeschnitten werden. 

Diese neue Art, die kritischen Strecken zu definieren, ist 
erstens viel kürzer und übersichtlicher und zweitens unabhängig 
von dem gewählten Ausgangspunkt («*). Der Punkt ($,,... £„), 
von dem aus die Normalen zu legen sind, und den wir bisher bloss 
auf der festen Normale bewegten, kann jetzt jede Lage einnehmen, 
wir müssen bloss entscheiden können, ob er innerhalb oder ausser- 
halb einer jener Schalen liegt. Wir sagen, er liege innerhalb einer 
solchen Schale, wenn eine durch ihn gehende Normale der Mannig- 
faltigkeit (E) diese Schale in 2 Punkten schneidet, die den gege- 
benen einschliessen. Mit Rücksicht auf die Resultate des § 4 
können wir also folgende Satze aufstellen: 

1. „Jede Normale der Mannigfaltigkeit (E) berührt jede 
„Schale der (n — 1) - schaligen Krümmungsmittelpunkts- 
„mannigfaltigkeit, und schneidet sie ausserdem in 2 Punkten, 
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„welche den Berührungspunkt einschliessen. Jede Schale 
„bestimmt also auf der Normalen eine gewisse Strecke. 

2. „Diese (n — 1) Strecken haben eine solche Lage, dass 
„zwischen den beiden äussersten Punkten kein Punkt exi- 
stiert, der nicht mindestens in einer der Strecken läge. 

3. „Von einem gegebenen Punkte lassen sich 2, 4, 6, ... 2n 
„reelle Normalen an die Mannigfaltigkeit (E) legen, je 
„nachdem er ausserhalb aller jener Schalen, oder innerhalb 
„einer, oder zweier, u. s. w. oder aller (n — 1) Schalen der 
„Krümmungsmittelpunktsmannigfaltigkeit liegt. u 

Der Satz, so wie wir ihn ausgesprochen, hat allgemeine Gel- 
tung, aber wir müssen ihn noch beweisen für den bisher ausge- 
schlossenen Fall, dass ein a mit einem a zusammenfallt. Ist jetzt 
z. B. an = a h , so ist nach § 2 auch x* = 0, £/, = 0, d. h. wir haben 
jetzt den Fall, wo der gegebene Punkt in einer derjenigen ebenen 
Mannigfaltigkeiten liegt, welche den Hauptschnitten des Ellipsoids 
entsprechen. Wir wollen nun annehmen, dass der zu beweisende 
Satz schon allgemein bewiesen sei für (n — 1)- fache Mannigfaltig- 
keiten, und wenden nachher den Induktionsschluss an. 

• Zunächst zeigen die Gleichungen (16), dass innerhalb des 
Schnittes Xh = 0 die eine Schale der Krümmungsmittelpunkts- 
mannigfaltigkeit sich derart von den anderen (n — 2) Schalen 
trennt, dass sie durch eine besondere Gleichung dargestellt werden 
kann. Denn damit Xh — 0 wird , muss ein w mit ah zusammen- 
fallen, z. B. aiy = Gh f und so folgt: 

2' a, A,- 4 
— — =1 (i = h auszulassen). 

. = l (at — a h f 

Es ist dieses die *te Schale, und die andern (n — 2) sind 
untrennbar, sie werden durch (16) dargestellt, wenn man überall 
to v = a^ X/ t = 0 setzt. 

Andererseits zeigt auch unsere Hauptgleichung (5), dass sie in 
diesem Falle zerfallt, nämlich, weil £ A = 0 ist, in die um 2 Ein- 
heiten niedrigere Gleichung: 

—z rr— = 1 (i — h auazulass.Mi) 

. = 1 (a t — «) 3 
und in die Doppelgleichung (a h — uf = 0. 
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Erstere Gleichung hat 2n — 2 "Wurzeln u, und die Gleichung 
(4) zeigt, dass für sie alle auch x* = 0 ist, dass also alle diese 
Normalen ganz in der Mannigfaltigkeit Xh = 0 liegen. Wieviel von 
diesen reell sind, ist nach dem Satze für (n — 1) zu entscheiden, 
d. h. es ist nachzusehen, innerhalb welcher von den (n — 2) Schalen, 
welche durch (IG) noch dargestellt werden, der Punkt 

. . . 0, . . . £ M ) 

liegt. 

Dagegen liefert u — an zwei Normalen, welche nicht in der 
Mannigfaltigkeit Xh = 0 liegen; die Gleichungen (4) nämlich liefern 
zwar x* , . . . xu - i, xf i + i, . . . aber xl bleibt unbestimmt S; um 
es zu finden, gehen wir daher auf die Gleichung: 

(i) 2^r = 1 

zurück, und sehen also, dass xV positiv wird, wenn 

« Ol 

2, — — <C 1 (i = ä au.s/.n lassen), 

d. h. wenn 



y ai * < i 

(ai — a h y 

In Worten, die beiden Normalen, für welche a h = w, sind reell 
oder imaginär, je nachdem der gegebene Punkt 

(f ! , . . . 2?A _ i , 0, $A 4. 1 , . . . £„) 

innerhalb oder ausserhalb des Gebildes: 

= 1, = 0 



/f , (a, — a,,) 3 
liegt. 

Das ist aber gerade die vte abgetrennte Schale der Krüm- 
mungsmittelpunktsmannigfaltigkeit; kombinieren wir also dies Re- 
sultat mit dem vorigen, und wenden den Induktionsschluss an (da 
der Satz für n = 2, 3 gilt), so ist die allgemeine Gültigkeit der 
Behauptungen erwiesen. 
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§6. 

Für unsere Untersuchungen war es nicht nötig, die Gleichung 
der Krümmungsmittelpunktsmannigfaltigkeit wirklich herzustellen; 
die Darstellung derselben durch die Hilfsvariabeln co (Gleichungen 16) 
ist in der That die bequemere. Die Elimination der <a ist sehr 
umständlich und würde zu einer ganz unübersichtlichen Gleichung 
führen 1 ). Indessen können wir ohne die Elimination wirklich aus- 
zuführen, doch die Ordnung der Mannigfaltigkeit bestimmen, was 
hier geschehen soll. 

Aus den Gleichungen (16) 

n - 1 

IT 

XJ= — ^ (a<- mf .(i=l,...*) 

di \\ (di — a k ) 

k = 1 

eliminieren sich nämlich mit Leichtigkeit 

O),, . . . m _ i, coa + 1, . . . a>« - 1 
vermittelst derselben Operation, die wir auf pag. 28 anwendeten, 
es folgt: 

(23) 2^^-=°^ 

zwei Gleichungen, zwischen denen noch m zu eliminieren ist. Da 
aber (23) durch Differentiation von (22) noch m entsteht, so ist 
das Eliminatiousresultat offenbar nichts anderes als die Diskrimi- 
nante der Gleichung (22), welche nach "Wegschaffung der Nenner 
eine Gleichung 2nten Grades in ma ist. Bekanntlich ist die Dis- 
kriminante einer Gleichung mten Grades eine homogene Funktion 
(2 m — 2)ten Grades ihrer Koefncienten. Berücksichtigen wir aber, 

') Cf. die Gleichung der Krümmungsniittelpunktsflächo des Ellipsoides in 
Salmon's Analytic geometry of three dimensions. Art. 206. 

3 
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dass in unserem Falle der Koefficient der höchsten Potenz gleich 1, 
die Koefficienten der andern Potenzen aber jeder die Variable X 
im zweiten Grade enthalten, so sehen wir, dass unsere Diskrimi- 
nante vom Grade 2(4» — 2) — 2, d. h. Sn — 6 wird. Sie enthält 
aber offenbar die Faktoren x\ x\. . . x*, da die Gleichung (22) für 

xj=0 (* = l,...n) 

zwei gleiche Wurzeln m = ai hat. Die Ordnung 'der Krümmungs- 
mittelpunktsmannigfaltigkeit, deren Gleichung durch unsere Diskri- 
ni in ante nach Weglassung der fremden Faktoren gegeben wird, er- 
niedrigt sich also auf 6» — 6, was mit dem bekannten Resultat im 
Falle n = 3 übereinstimmt.- 

So kompliziert sich die Gleichung der Mannigfaltigkeit gestalten 
würde, so einfach ist die Gleichung der polar -reciproken Mannig- 
faltigkeit, deren Ordnung ja die Klasse unserer Mannigfaltigkeit 
bestimmt. 

Ist nämlich wieder (x° lf ... xl) ein Punkt der gegebenen 
Mannigfaltigkeit (E) 

(i) 2^ = i. 

. = i a< 

und gehen wir auf derselben zu denjenigen benachbarten Punkten 
fort, welche in der durch die (n — 2) Mannigfaltigkeiten 

( 6 ) 2 at-a, =1 fr— ..»-1) 

ausgeschnittenen Linie liegen (cf. pag. 25), so liegen die zu diesen 
Punkten gehörigen Normalen von (E) in der ebenen (n — l)-fachen 
Mannigfaltigkeit : 

(24) J = i, 



welche die Mannigfaltigkeit: 



i = i a ' — a? 

im Punkt (x°) berührt. Da aber jene Normalen die Schalen der 
Krümmungsmittelpunktsmannigfaltigkeit berühren, so ist auch für 
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letztere die genannte ebene Mannigfaltigkeit (24) eine „berüh- 
rende u (für n = 3 Tangentialebene). Setzen wir daher: 



a : — ax 



(t = 1, . . . n\ 



so sind i/i, . . . q H die den Ebenen-Koordinaten entsprechenden Va- 
riablen, und die nach Elimination der ax resultierende 
Gleichung zwischen den fj ist die Gleichung der polar -reciproken 
Mannigfaltigkeit. 
Es folgt: 

*i = iji («« <*/) (i = 1, . . . ») 

also, weil: 



0 J 



V = 1 und 2 — = 1 



i = l 



. i = i a< ' i=i 
Letzte Gleichung giebt: 

« n 

2 = 2 o< — * 



ax 

i = l i = l 

und mit ihrer Hilfe wird die andere: 

■ H 



2 2 

i=i i=i 



sodass als Endresultat 





\ 


'i n 




| n 


\ 


2i 


3 


= 2 




2 


r— i 




!< 


• 


W = l 


) 




Uasl 





sich ergiebt. Unsere Mittelpunktsmannigfaltigkeit ist deshalb von 
der 4ten Klasse. 
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Thesen. 

X. Die Cartesianische Definition: „Per substantiam nihil aliud 
intelligere possumus quam rem quae ita existit ut nulla alia 
re indigeat ad existendum" deckt sich nicht, mit den ander- 
weitigen Ausführungen des Philosophen. 

2. Die Kunst des Mathematikers liegt in der Stellung der 
Probleme. 

3. Es empfiehlt sich, die Kettenbrüche aus dem mathematischen 
Pensum der Gymnasien und Realgymnasien zu streichen. 



